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7.3 Productos escalares

Sea E un espacio vectorial. Un producto escalar en € es un funcional bilineal
«Ke» € Bil (€&, &) tal que se cumplen los dos siguientes axiomas:

1) <«e» es no singular
2) Vx,y €€ (Kxey» =0)& (Kyex» =0)

El primer axioma no es muy importante. Del segundo axioma es claro que los nucleos
derecho e izquierdo del funcional bilineal coinciden. Luego, si el funcional fuera singular,
entonces bastaria restringirlo a un subespacio complementario al nucleo para obtener
la no singularidad. Nosotros exigiremos la no singularidad para seguir la tradicién y
no ensuciar con trivialidades lo que sigue.

B ———————————— |
Ejercicio 1 Pruebe que el producto escalar candénico en K" es un producto escalar.
|

Frecuentemente pensaremos que € trae consigo un producto escalar <<e»>. Por esto
le llamaremos a ¢ espacio con producto escalar.

Alternancia y simetria

Se dice que un vector x es isotrépico si <x e x» = 0. A los vectores que no son
isotrépicos se les llama anisotrépicos.

El espacio C? con el producto escalar canénico tiene vectores isotrépicos no nulos
(x = (i,1)). El espacio de Minkowsky es R* con el producto escalar definido por la
forma bilineal o +uy’ + 22 — it/
donde c es la velocidad de la luz. El espacio de Mikowsky es el espacio donde “vive”
la teoria de la relatividad. Los vectores isotrépicos en este espacio forman un cono
x? +y? + 2z = ¢?t? llamado cono de luz”.

Si para un producto escalar se cumple que todo vector es isotrépico entonces se dice
que este es alternante.

A R? con el producto escalar definido por la forma bilineal xy’ — yx/se le llama
plano simpléctico real. Este plano es alternante.

A un producto escalar se le llama simétrico si para cualesquiera vectores x , Y se
cumple que «Kx e Y» = Ky e x»>. Por otro lado, si para cualesquiera vectores x , Yy se
cumple que <Kx e Y» = —KY @ x> entonces se le llama antisimétrico.

Todo producto escalar alternante es antisimétrico.

Prueba. Para cualesquiera vectores X , Yy tenemos que
0= Kx+yex+yY)»=«LKxex)p+LKYyeoy»+LKxoy)+LKyYyeox)» =
= KXeoyYp +KY eXx>



El siguiente hecho muy importante para nuestra exposicion, tiene una demostracion
ingeniosa pero que no aporta nada substancial al estudio de los productos escalares.
Por esto, pospondremos para mas adelante esta prueba para no perturbar el hilo de la
exposicion.

Todo producto escalar es simétrico o es alternante.

Perpendicularidad

Sea <« e» un producto escalar en €. Diremos que dos vectores X,y son perpendi-
culares y lo denotaremos por x L y si se cumple que «<x e y» = 0. En este lenguaje,
el segundo axioma se traduce como (x L y) & (y L x). O sea, que la relacién de
perpendicularidad es simétrica.

particular del producto escalar canénico en R™. Sin embargo las propiedades
de la perpendicularidad de otros productos escalares pueden ser muy diferen-
tes a las del producto escalar canénico en R™.

ny  El uso de la palabra “perpendicularidad” para esta relacién proviene del caso
09
BRIRP

Ampliaremos esta notacion a los conjuntos de vectores. Diremos que A es perpen-
dicular a B y escribiremos A | B si cualquier vector en A es perpendicular a cualquier
vector en B.

El conjunto de vectores A+ = (xee&|[x Ly VYye A} esun subespacio.

Prueba. Siy, y € Aty « € K entonces
Kxey+y» =«Kxey» +Kxey» =0
Kx o ay> = ax e Yy =0
y esto prueba la afirmacién. W
Al subespacio At se lo llamaremos subespacio perpendicular al conjunto de
vectores A. Obsérvese que A es el conjunto de vectores B mds grande tal que A L B.

~
=

1. ¢t ={0} y {0} = ¢#.

2. (ACB) = (At2B4).
3. Al =(A)"

4. ACALL.

Prueba. (1) Si x € &' entonces x estd en el nucleo de «e» y por definicién de
producto escalar x = 0. Por otro lado todo vector es perpendicular a {0}.
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(2) Si x € B+ entonces es perpendicular a todos lo vectores en B y por lo tanto es
perpendicular a todos los vectores en A.
(3) Por 2, A C (A) = AL D (A)". Por otro lado si x € At y y € (A) entonces
Kxoey» =Kxe ) aip =) aKkxein =0
icA icA
lo que demuestra que x € (A)".
(4) Obviamente A L A+ y por lo tanto A C A+, &

El resultado anterior es todo lo que podremos decir de las propiedades del subespacio
perpendicular. Sin embargo, si € es de dimensién finita, entonces hay propiedades mas
profundas. Para esto necesitaremos un resultado auxiliar.

Si & es de dimension finita, {X1, ..., X} es un conjunto
de vectores LI y{xy, ..., 04} es un conjunto de escalares
entonces existe un vector Yy tal que Vi <KX; e Y» = «;.

Prueba. El elemento clave de la prueba es que como el producto escalar es no dege-
nerado y € es de dimension finita entonces, la transformacion lineal acompanante
Ko—» 1 €3 Y r— Koy € €F
es un isomorfismo de espacios vectoriales y por lo tanto es sobreyectiva.
Sea f € ¢# definida por f (x;) = oy y en todo el espacio por extensién lineal. Por la
sobreyectividad de <<e—»> tiene que existir un vector y tal que f = «<ey»> y ese vector
cumple lo que se requiere. W

Ahora podremos hacer més fuerte el inciso 2 de 7.4. Recalquemos que el simbolo C
significa “subconjunto propio”.

Sean § y & subespacios de € que es de dimen-
sion finita. St § C & entonces, (%L D Qﬁl).

Prueba. Por 7.4.2 solo tenemos que probar que §+ # &*. Sea una A una base de § y
B una base de & tal que A C B. Como § # & entonces A # B. Sea b € B\A. Por 7.6
existe un vector y tal que y L Ay Kbey» =1. Luego, y € A* y y ¢ B*. Usando
7.4.3 obtenemos que Yy € §peroy ¢ &. W

St € es de dimension finita y § es un subes-
pacio de & entonces, dim F+ = dim ¢ — dim §.

Prueba. Sea {0} = ¢, C & C --- C ¢, = ¢ una cadena maximal de subespacios
de € o sea que dim &; = i. Consideremos los subespacios perpendiculares a los de la



cadena. Por 7.7 estos forman otra cadena maximal

E=¢r D¢ D--- D¢ ={0}
y port lo tanto dim & = n — 1. La prueba concluye al saber que cualquier subespacio
esta en alguna cadena maximal. H

Si dim€& < oo y § es un subespacio de & entonces F+- = F.

Prueba. De 7.7 obtenemos que dimg = dim g *. Como por 7.4.4 tenemos que
FCFtydeestosdosFt =3 m

& Observese que a pesar de que dim §+ = dim & — dim § no necesariamente se
°°° tiene que curilplir que ¢ = F @ F+. Por ejemplo si x es isotrépico entonces
BIR x c (x)N(x)".

Suma perpendicular

Sean (€&, «Ke>») v (F,«*») dos espacios con productos escalares sobre el mismo
campo. En EBF podemos definir un funcional llamado suma perpendicular (externa)
de la siguiente manera:

Lxy)d (X, Y)» =<xex» + LKy xy'».
La propiedad fundamental de la suma perpendicular es que todos los vectores en &
(aquellos de la forma (x, 0)) son perpendiculares a todos los vectores en § (aquellos de
la forma (0,y)) ya que «x @ 0% + «0xy» = 0.

La suma perpendicular de dos productos escalares es un funcional bilineal.

Prueba. La comprobacion de que &> es bilineal es rutinaria. Por ejemplo
Lx,y)+(a,b) (X, y)» =«Kx+a,y+b)dx, y)»=
=&KX+ aexX»+LKY +bxy» =«Kxex» +LKaex» + Ky xy» +Kbxy» =
=«Lx,y)d (X, y)» +L(a,b) & (X, y)»

y las otras propiedades se prueban igual. H

La suma perpendicular de dos productos escalares es no singular.

Prueba. Supongamos que (x,y) # (0,0) esta en el nucleo izquierdo de «é&>»>. Por
simetria, podemos suponer que x # 0. Entonces para todo x’ € &€ se cumple que
0=«(x,y)d(x,0)» =<xox»
y esto contradice que < e»> es un producto escalar.
La prueba de que el nucleo izquierdo es trivial es similar. W
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Ejercicio 2 Demuestre que <<% v «*> son simétricos si y solo si <> es simétrico.

Ejercicio 3 Demuestre que o> y «*» son alternantes si y solo si <& es alter-
nante.

Espacios irreducibles

Si € y § son subespacios perpendiculares y complementarios (o sea € NF = {0},
¢4+3F =By € L F)deunespacio (8, <<e») con producto escalar entonces, escribiremos
¢DF = & y diremos que (B, «<e>>) es la suma perpendicular (interna) de (&, «<e>>)
y (F,«<e> ). En este caso debido al 77, el producto escalar en & es la suma perpendicular
externa de las restricciones del producto escalar a los subespacios € y § = ¢+,

Diremos que un espacio con producto escalar es reducible si existen subespacios no
triviales (diferentes de {0} y todo el espacio) tales que el espacio es la suma perpendicu-
lar de ellos. En otro caso se le llama irreducible. Por definicién de suma perpendicular
un espacio es irreducibe si y solo si para cualquier subespacio no trivial §) se tiene que
ELHDH .

Cualquier espacio de dimensién 1 es irreducible ya que no tiene subespacios no
triviales. A un espacio (&, <> ) de dimensién 2 que tiene una base {x,y} de vectores
isotrépicos tales que «x e Y» = 1 = —«Ky e x>, se le llama plano simpléctico. En
esta base la forma bilineal de < o> es «(a,b) e (a’,b’)» = ab’ —bd’.

Los planos simplécticos son irreducibles.

Prueba. Los planos simplécticos son alternantes ya que <(a,b) e (a,b)» = ab—ba =
0. Como un plano simpléctico tiene dimensién 2 los tnicos subespacios no triviales
tienen dimensién 1 o sea estan generados por un vector a. Pero como a es isotrépico
ac(ayn(a)". =

Caracterizacion de los productos irreducibles

Sea (&, <o) de dimension finita con producto escalar irreducible no nulo.
Si (€, «<e>») no es alternante entonces, dim & =1,
Si (€, «Ke») es alternante entonces, es un plano simpléctico.

Prueba. Si (€, <«e>) no es alternante entonces existe un vector X que es anisotrépico
y por lo tanto (x) y (x)" se intersectan en el origen. Como por 7.7 (x) y (x)" tienen
dimensiones complementarias y son finito dimensionales entonces, (x) y (x)" son com-
plementarios. Como por hipotesis el espacio es irreducible, entonces <x>L tiene que ser
trivial, o sea, de dimensién cero.

Supongamos que (€, <«e>») es alternante. El vector x es isotrépico y por lo tanto
para cualquier fx € (x) tenemos que «x e px» = 0. Si para cualquier otro vector
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z ¢ (x) se tiene que <x @ z»»> = 0 entonces el niicleo de e contiene a x y esto
contradice que <> es no singular.
Luego, existe z ¢ (x) tal que «<x @ z)> = o« # 0. Sea Yy = z/x. Tenemos «Kx e Yy =
1 = —«Ky e x> (por ser <Koy antisimétrico) y <x e x» = 0 = <y e y» (porque todo
vector es isotrépico). Esto significa que el subespacio (x,y) es un plano simpléctico.
Como los planos simpléticos son irreducibles solo nos falta por probar que (x,y) es
todo €.
Sea u = ax + By € (x,y). Si ademds u € (x,y)" entonces,
0 =«Kxeu) = axxex» + PLKxey» =
0 =<Kueym» =akxey) + Ky ey» =«
y por lo tanto (x,y) N (x,y)L = {0}. Por 7.7 tenemos que € = (x,y) O <x,y>L. Como
por hipétesis € es irreducible, (x,y)" tiene que ser trivial o sea @ = (x,y). W

Espacios ortogonales y simplécticos

Como evidentemente cualquier espacio de dimensién finita con producto escalar
es suma de irreducibles entonces todos los primeros se obtienen sumando perpendi-
cularmente espacios de dimensién 1 o planos simplécticos. Un espacio de dimension
finita con producto escalar se le llama ortogonal si es suma perpendicular de espa-
cios de dimensién 1. Un espacio de dimension finita con producto escalar se le llama
simpléctico si es suma perpendicular de planos simplécticos.

Es mas comodo pensar en los espacios ortogonales de otra manera. Diremos que un
conjunto A de vectores es ortogonal si sus vectores son anisotrépicos y perpendiculares
dos a dos, o sea si Vx,y € A se tiene que

x Ly) e (x#y)
La ortogonalidad es una propiedad mucho més fuerte que la independencia lineal.

Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.

Prueba. Supongamos que A es ortogonal y que 0 = ) ;_, oi es una combinacién
lineal nula de A. Si j € A entonces multiplicando por j obtenemos
0=«0ej»=«() aiejh =) aKiej»=05&Kjej»
icA icA
y como <«j j>» # 0 entonces o = 0. Esto quiere decir que todos los coeficientes de la
combinacion lineal son iguales a cero. W

A los conjuntos ortogonales que son bases del espacio se le llaman bases ortogo-
nales. Las bases ortogonales no siempre existen.

Un espacio es ortogonal si y solo si tiene una base ortogonal.
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Prueba. Sea (&, <e>») un espacio de dimensiéon n < oo con producto escalar.

Si el espacio es ortogonal entonces existen n espacios de dimension 1 tales que
¢=¢ Q0 - DeE,. Cualquier conjunto A = {x1,...,x,} tal que x; € & \ {0} es una
base de €. Ademas por definicién de suma perpendicular 1 # j = x; L x;. Si se
cumpliera que para cierto j se tiene que X; es isotrépico entonces, para cualquier vector
en el espacio Yy = Y ; ayX; se tendria que

n
KX oU» = ) oikXj 0 X = 0KX; @ Xy =0
i=1
y esto contradeciria que <> es no singular. Luego, A es una base ortogonal.
Reciprocamente, sea A = {X;,...,X,} una base ortogonal. Entonces, ¢ = &; &
-+ @ €, donde ¢ = (x;). Ademds, las sumas directas son perpendiculares ya que si

y=yl e €€ @ - @yz=Y  PBX €y @D E, entonces

) n
Kyezp =) Y afkxiexi» =0
i=1 k=j+1
Luego, el espacio es ortogonal. W

Ejercicio 4 Un conjunto de vectores isotrépicos {Xi,...,Xn,Y1,...,Yn} se le llama
conjunto de Darboux si sus vectores son perpendiculares dos a dos excepto en el caso
Kxi e Y»» = —«Kyi; e xi» = 1. Pruebe que todo conjunto de Darboux es linealmente
independiente. [11]

Ejercicio 5 A un conjunto de Darboux que es base del espacio se le llama base de

Darboux. Pruebe que un espacio es simpléctico si y solo si tiene una base de Darboux.

[11
—  > " ===

.Y que pasa si sumamos espacios de dimensién 1 con planos simplécticos?

St la suma perpendicular de un espacio de dimension 1 con un
plano simpléctico es un espacio con producto escalar entonces,
es un espacio ortogonal sobre un campo de caracteristrica 2.

Prueba. Un espacio de dimensién 1 es simétrico porque esta generado por un vector x
y Kx ex» = & # 0 y por lo tanto no es alternante. Un plano simpléctico es alternante
y por lo tanto antisimetrico.

Si el campo no es de caracteristica 2 entonces el plano simpléctico no es simetrico
y por lo tanto la suma perpendicular de ellos no seria ni simétrica ni alternante. Por
7.2 esto significa que esta suma no es un producto escalar.

Luego podemos asumir que la caracteristica del campo es igual a 2 y por lo tanto
la suma perpendicular es un producto escalar simétrico.

El plano simpléctico estd generado por dos vectores isotrépicos y,z tales que



Kzey» = KYyezx» = 1 (como la caracteristica es 2, tenemos 1 = —1). Observe-
se que en la suma perpendicular (x) (D (Y, z) tenemos «Kx e Yy = «Kx e z»»> = 0.

Los vectores definidos por las igualdades

aC1:8fx+y+z , bdifx—l—ocy , cC1:6fx+(oc+1)y—|—z

forman una base del espacio y cumplen que:
Kaea)y =LKbeby=«KcecH»=a#0
Kaeb)» =«Kaecy =Kbecy =0

o sea forman una base ortogonal (jcalcilelo!). W

Luego, al sumar perpendicularmente espacios de dimensién 1 obtenemos espacios
ortogonales, al sumar planos simplécticos obtenemos espacios simplécticos y si mescla-
mos planos simplécticos con espacios de dimension 1 obtenemos espacios ortogonales.
De aqui tenemos el siguiente Teorema.

Teorema de caracterizacion de los productos escalares

Cualquier espacio con producto escalar de dimension finita o es ortogonal o es sim-
pléctico. Ambas posibilidades son excluyentes. Los espacios ortogonales son aquellos
en los que el producto es simétrico pero no alternante. Los espacios simplécticos
son aquellos en los cuales el producto es alternante.

Lo que sabemos de los productos escalares queda resumido en la siguiente tabla.

simétrico pero

£
ortogonal ?é J base ortogonal & no alternante

suma de planos

. L & alternante
simplécticos

simpléctico ?éf

En caracteristica diferente de dos, la alternancia es equivalente a la anti-

simetria. Luego, en este caso, los espacios ortogonales son los que tienen

producto escalar simétrico y los espacios simplécticos son los que tienen
producto escalar antisimétrico.

se excluyen los campos de caracteristica 2. Nosotros la expusimos en toda su generalidad
debido a que los campos de caracteristica 2 tienen mucha importancia para las ciencias de
la computacion.

@ La prueba del teorema de caracterizaciéon de los productos escalares se simplifica algo si

La prueba faltante

Ahora probaremos el resultado 7.2 que dice que todo producto escalar es simmetrico
o alternante. Recomiendo omitir esta prueba en una primera lectura.

Diremos que un vector X es simétrico si para cualquier vector y se tiene que
Kx e Y» = KUY e x>». A los vectores que no son simétricos los llamaremos asimétricos.
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Ejercicio 6 Pruebe que el conjunto de todos los vectores simétricos es un subespacio.

Todo vector asimétrico es isotropico.

Prueba. Sea a un vector asimétrico. Entonces existe b tal que <<a e by # <<a e b>.
Tenemos que
0=«KaeapLaeby —KaeapKaeby = Kae(akaeby —Kaeapb)» =
— K(akaeb®» —Kaeapb)eay = KaeapLae by —Kaeapkbeay =
— Kaeay (Kaeby —«Kbeay) > (Kaeay =0)

Las igualdades marcadas con 1 son por bilinearidad. La igualdad marcada con 2 es
por simetria de la perpendicularidad. La implicacién 3 es porque en un campo no hay
divisores de cero y la definicién de b. W

Los vectores asimétricos son perpendiculares a los simétricos.

Prueba. Sea a un vector asimétrico. Entonces existe b tal que <a e b»> # <Ka e b>.
Sea x cualquier vector simétrico. Tenemos que

0= Kaex»pKasby — KaexHpKaeby = Kae (xKas by — Kasx»pb)» =
= L(xKaeby —Kaexyb)eay L Kx e apKaeby —Kaex»«Kbeay =
= Kaex» (Kaeby — «beay)= (Kaex» =0)
Las igualdades marcadas con 1 son por bilinearidad. La igualdad marcada con
2 es por simetria de la perpendicularidad. La igualdad marcada con 3 es porque x

es simétrico. La implicacién 4 es porque en un campo no hay divisores de cero y la
definicién de b. W

El lector debe observar que las pruebas de 7.17 y 7.18 son casi iguales.

Si existe un vector asimétrico entonces, todo vector es isotropico.

Prueba. Sea a un vector asimétrico. Sea x cualquier vector. Si x es asimétrico en-
tonces, usando 7.17 obtenemos que X es isotrépico. Luego, podemos suponer que x es
simétrico. Como los vectores simétricos forman un subespacio entonces, el vector x + a
tiene que ser asimétrico. Por 7.17 a y x + a son isotrépicos. Por 7.18 x L a. Luego,
O=«Kxtaex+a)=«KxexP) +Kaex) +Kxe )+ Kaea) =«Kxex>

lo que prueba que cualquier vector es isotropico. W

Obviamente 7.19 es equivalente a 7.2.






Ejercicio 4 (Seccién 7.3 pagina 7) Sea 0 = Y ', (xix; + B;Yi) una combinacién
lineal nula de un conjunto de Darboux. Multiplicando por X; obtenemos

0=&xj 0 0% = (0aKX; o X + Bi<kX; @ Y») = B;KX; o Y = B;
i=1
y por lo tanto todos los 3; son cero.
Multiplicando por y; obtenemos

0=«O0oyp» = (kX o Yp» + BikUi @ Up») = o5Kx; o Y = ;
i=1
y por lo tanto todos los «; son cero.

Ejercicio 5 (Seccién 7.3 pagina 7) Sea (&, «e>») un espacio de dimensién 2n < co
con producto escalar.

Si el espacio es simpléctico entonces existen n planos simplécticos tales que & =
¢ D - DE,. Por definicién de plano simplectico existe una base de vectores iso-
trépicos xi,y; € €; tales que «Kx; e Yi»» = —KYy; e x;» = 1. Por definicién de suma

perpendicular, la base de todo el espacio {X1,...,Xn,Y1,...,Yn} €s una base de Dar-
boux.
Reciprocamente, si{X7,...,Xn,Y1,...,Yn} es una base de Darboux entonces los planos

¢; = (xi, i) son simplécticos y el espacio es suma perpendicular de ellos.
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de estudis

Definiciéon de producto escalar.
Definicion de vector isotrépico. Defini-
ciones de productos escalares simétricos,
alternantes, y antisimétricos.

Definiciéon de perpendicularidad.
Definicién de subespacio perpendicular.
1et = {0}y (0} = ¢#.2)(ACB) =
(AL D BL).3)AL = (A)F 4)A C AL
Si & es de dimension finita, {x,...,Xx}
es un conjunto de vectores LI y
{1, ..., ¢} es un conjunto de escalares
entonces existe un vector y tal que Vi
KLxi oY = .

Sean § y & subespacios de & que es
de dimensién finita. Si § C & entonces,
(3+ o> et).

Si € es de dimension finita y § es un
subespacio de € entonces, dimg- =
dim € — dim §.

Si dim € < co y § es un subespacio de &
entonces F++ = §.

Definiciéon de suma perpendicular exter-
na.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.

21.

22.

La suma perpendicular de dos productos
escalares es un funcional bilineal.

La suma perpendicular de dos productos
escalares es no singular.

Definicién de suma perpendicular (inter-
na).

Definiciéon de plano simplectico.

Los planos simplécticos son irreducibles.
Caracterizacién de los productos irredu-
cibles (enunciado y demostracién)
Definicion de espacio ortogonal y espacio
simpléctico.

Definiciéon de conjunto ortogonal

Todo conjunto ortogonal es linealmente
independiente.

Un espacio es ortogonal si y solo si tiene
una base ortogonal.

,, Qué se obtiene cuando se suma perpen-
dicularmente un espacio de dimensiéon 1
con un plano simpléctico? (sin demostra-
cién)

FEnuncie el Teorema de caracterizacion
de los productos escalares.






